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1.  To  d  A  a  secção  feita  em  qual- 
quer  spbera  por  hum  plano ,  he  circulo, 
e  o  máximo  he  o  formado  pelo  plano  , 
que  passa  pelo  centro  da  sphera.  (  247. 

Geom. )  _ 

2.  Coro ll .  i.°  Quaesquer  áous  cír¬ 
culos  max.  cortáo-se  reciprocamente  em 
duas  partes  iguaes.  Com  effeito  a  sua  in- 
tersecção  passando  pelo  centro  da  sphera , 
he  diâmetro  de  qualquer  delles.  ( A  fi¬ 
gura  ,  que  na  superfície  da  sphera  ,  for¬ 
mão  então  duas  semi-circunferencias  , 
chamaremos  lunula  spherica.  ) 

3.  CorolL  2.0  Pelo  que  ,  dous  arcos 
de  circ.  max.  menores  cada  hum  ,  que 
huma  semi-circunferencia  ,  não  podem  ter 
dous  pontos  communs  ,  sem  que  inteira¬ 
mente  se  confundão. 

4.  Da  Demonstração  do  mesmo  n.° 
247  se  collige  que  o  diâmetro  da  sphe- 
ra  ,  que  he  perpendicular  a  hum  de  seus 

círculos,  passa  pelo  centro  desse  circulo. 

Es- 
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Este  diâmetro  chama-se  eixo  do  circulo  ; 
e  os  extremos  dó  mesmo  diâmetro  polos 
do  mesmo  ^circulo. 

5.  'C&rolL  Logo  qualquer  ponto  do 
eixo  M  hum  circulo  dista  igualmente  de 
íodc/s  os  pontos  da  circunferência  desse 
circülo  (196.  Georm).  Se  o  circulo  he 
max.  3  a  distancia  dos  séus  polos  á  cim 
cünferencia  he  rz  corda  do  arco  de 

doJ  circ.  max, 

\  -  .  v  .  i  ,  J  £  :  Í  -;  ~ 

Dtfj  ângulos  sphericos , 

6.  O  angulo  formado  pordous  arcos 
de  cirt.  max.  na  superfície  da  sphera  , 
chama-se  angulo  spherico .  Continuados 
os  lados  do  angulo  até  concorrerem  5  for* 
marfíO  hum  a  lunula  sph. 

7.  Theor,  <5V  oj*  de  hum  an * 

guio  sph,  forem  de  )o.°  cada  hum  ,  0  jt# 
vertice  será  polo  do  circulo  max ,  , 
passar  pelos  extremos  dos  ditos  lados , 

f 

Seja  ,  hg.  i  ,  o  angulo  sph.  APB : 
e  sejão  AP ,  PB  de  90,"  cada  hum:  di¬ 
go  que  o  vertice  P  he  polo  do  circ.  max. , 
de  que  he  arco  ÂB. 

Demonstr .  Seja  C o  centro  da  sphe¬ 
ra  : 
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ra  :  tirem-se  os  raios  CP ,  Cbí  ,  CB.^  Pois 
são  AP,  PB  de  9Q.0  cada  hum  ;  serão  re¬ 
ctos  os  ângulos  ACP ,  PGB *  e  por  con¬ 
seguinte  será  PC  perpendicular  no  centro 
C  ás  rectas  AC , BC:  mas  he  por  isso  PC 
também  perpendicular  no  dito  centro  ao 
plano  do  circulo  CAB  (192.  Geom.) :  lo¬ 
go  será  P  polo  do  circulo  CAB  (4)* 

8.  Probl.  Dado  hum  arco  de  cir¬ 
culo  fia  superfície  cie  hum  a  sphera  ,  achar 
hum  dos  polos  desse  circulo . 

Seja ,  fig.  2  ?  AB  o  arco.  ■ 
Solução,  Ache-se  o  diâmetro  do  cir¬ 
culo  ,  a  que  pertence  esse  arco ,  como  fi¬ 
ca  dito  iio  n.u  249*  Geom.  Seja  este  A  B  . 
inscreva-se  no  circulo  max.  A  BH :  tire-se 
o  diâmetro  PH  perpendicular  a  AB  . 
c  com  o  intervallo  A' P ,  fazendo  centro 
em  A  ,  e  depois  em  outro  ponto  E  do 
mesmo  arco  ,  que  nao  diste  de  A^  mais 
do  dito  intervallo  A'P^ se  descrevao  so¬ 
bre  o  segmento  spherico  menor  dous 
arcos  3  os  quaes  se  cortarao  em  hum  pon¬ 
to  P  :  digo  que  este  ponto  he  polo  do 
circulo, de  que  he  arco  AB. 

Se  o  arco  dado  for  de  circ.  max.  , 
tomar-se-ha  entre  as  pontas  do  compas- 
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sq  a  abertura }  ou  corda  do  arco  de  50/* 
do  circ.  tnax. 

9.  SçhoL  Fica  pois  manifesto  ,  o  que 
se  fará  ?  se  por  dous  pontos  dados  na  su¬ 
perfície  da  sphera  5  quizermos  descrever 
hum  arco  de  circulo  de  diâmetro  dado; 
com  tanto  que  este  não  exceda  o  da  sphe¬ 
ra  ,  nem  seja  menor  que  a  corda  do  di¬ 
to  arco  :  ou  se  tratarmos  de  continuar 
qualquer  arco  dado  :  ou  se  pedirmos  3  que 
por  tres  pontos  dados  na  dita  superfície 
passar  hum  a  circunferência. 


se  faça 


N.  B.  As  figuras  ,  que  daqui  ei 
diante  considerarmos ,  se  devem  entender 
descri ptas  na  superfície  da  mesma  sphei 

10.  Theor,  Se  em  duas  lu nulas 
spb.  de  hum  hcmispherio  y  forem  iguaes 
es  arcos  de  circ.  max.  descriptas  dos 
vertices  dos  seus  ângulos ,  como  polos  ,  e 
interceptas  pelos  seus  lados ;  serão  iguaes 
os  ângulos ;  as  áreas ;  e  as  lunulãs.  E 
se  os  arcos  forem  desiguaes  ;  será  maior 
0  angulosa  área  ,  e  a  lunula  .pertencen¬ 
tes  ao  arco  m  st  ar. 


Sejao ,  fig.  3  ,  as  Junulas  sph.  ABC  D , 
AECF ;  e  seja  o  arco  RD  —  arco  EF; 
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deseriptos  do  vertice  ^cotno  polo*;  di¬ 
go  que  o  angulo  sph*  IMZ)  he  r=  an¬ 
gulo  sph.  F^ÍF  ;  a  área  ABCDA  =: 
área  AECFA ;  e  as  lunulas  igiiâes. 

Demonstra  Imagine-se  applicado  õ  ar¬ 
co  AB  sobre  o  arco  AE ;  e  sobreposta  à 
lunuia  ABCD  á  lunula  AECF:  o  ponto 
F  cahirá  em  F  ,  como  equidistantes  do 
ponto  A :  mas  pela  mesma  razão  todos 
os  pontos  do  arco  BI)  devem  então  ca- 
hir  sobre  o  arco  EF:  logo  o  arco  BD  se 
ajustará  sobre  o  arco  FF;  e  o  ponto  D 
cahirá  em  F,  por  ser  BD  =  FF  pdr  h/- 
pothese.  Logo  também  A  D  se  ajustará 
sobre  AR .  (3);e  o  angulo  BAD  cobri¬ 
rá  exacta  mente  o  angulo  EAF\  e  a  área 
ABCDA  a  área  AECFA.  Logo  &c* 

A  2.a  parte  demonstra-se,  como  a 
*.■  do  n.°  14.  Geom. 

11.  CorolL  i*°  Reciprocaftienteí  se 
em  duas  lunulas  sph,  de  hum  hemisphe- 
rio,  forem  igua es  os  ângulos ; serão  iguaes 
os  arcos  de  circ.  max.  descri ptos  dos  seus 
vertices  como  polos ,  e  interceptos  neíos 
seus  lados;  as  áreas;  e  as  lunulas.  E  se 
os  ângulos  forem  desiguaes ;  será  maior  o 
arco ,  a  área  ,  e  a  lunula ,  pertencentes  ao 
ângulo  maior, 

12*  CorolL  Pelo  que» se  dividir* 

*  m  mos3 
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mos  ,  em  quantas  partes  iguaes  quiser¬ 
mos  ,  hum  arco-  de  circ.  max.  BD  descri- 
pto  do  vertice  de  hum  angulo  sph.  BAD  > 
como  polo  5  e  intercepto  pelos  íados  do 
dito  angulo ;  e  por  cada  hum  dos  pontos 
dessa  divisão  y  e  pelo  dito  vertice  tirar¬ 
mos  outras  tantas  semi-circunferencias  de 
circ.  max. ;  ficará  também  o  angulo  pro¬ 
posto  dividido  em  outras  tantas  partes 
iguaes  entre  si ;  e  da  mesma  sorte  a  íu- 
nula  sph.  5  que  aqnelíe  determina.  E  se 
concluirá  ,  (  discorrendo  como  em  o  n.° 
1 6.  Geom.  )  que  o  arco  BD  he  para  o 
angulo  sph.  BAD  ,  oti  para  a  lunula 
ABCD ;  como  qualquer  numero  daquellas 
partes  de  BD  para  o  mesmo  numero  des- 
toutras  partes  de  BAD  .  ou  da  lunula 
ABCD i 

13.  Tiieok.  Os  ângulos  sph .  estão 
entre  si  ,  como  os  arcos  de  circ .  max, 
descriptos  dos  seus  ver t ices ,  como  polos , 
e  interceptas  pelos  seus  lados  ;  ou  tam¬ 
bém  como  as  áreas  das  lunula s  sph, , 
i$ub  elks  determinao , 

O  '  :  ; 

Prova-se  por  hum  raciocínio  em  tu¬ 
do  similhante  ao  do  n.°  17  Geom. 

dCoroll,  Pois  os  ângulos  sph.  são 
,  •  -  pro- 


mmm n 
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proporcionaes  aos  arcos  de  circ,  max. 
descriptos  dos  seus  verrices ,  como  polos  , 
e  interceptos  pelos  seus  lados  •  segue-ge 
que  todo  o  angulo  sph.  pode  ser  repre¬ 
sentado  pelo  dito  arco  :  e  he  neste  senti¬ 
do  ,  que  dizemos ,  que  lhe  serve  de  me* 
dida. 

IS'.  SchoL  O  angulo  sph.  pode  tam¬ 
bém  ser  representado  pelo  angulo  diedro 
formado  pelos  planos  dos  circ.  maX. ,  de 
■que  os  seus  lados  são  arcos  :  oü  também 
pelo  angulo  rectilineo ,  que  mede  a  incli¬ 
nação  dos  ditos  planosè 

Com  eíFeito  ,  hg*  i ,  o  arco  ÂB  ,  que 
mede  o  angulo  sph.  APB  ,  mede  igual¬ 
mente  o  angulo  rectilineo  ACB ,  que  me¬ 
de  a  inclinação  dos  planos  ACP ,  PCB. 

Assim  os  ângulos  sph.  gozao  de  to¬ 
das  as  propriedades  dos  ângulos  diedros  , 
ou  dos  ângulos  rectilineos.  Por  ex. 

i.°  Hum  arco  de  circ.  max. ,  que  en¬ 
contra  outro  arco  de  circ.  max.  na  super¬ 
fície  da  sphera ,  faz  com  este,  prolonga¬ 
do,  se  for  necessário ,  dous  ângulos  sph., 
cada  hum  de  sua  parte,  que  juntos  va¬ 
lerão  i8o.° 

Se  estes  ângulos  são  iguaes,  isto  he ; 
cada  hum  de  90.%  dizem-se  rectos :  e  o 
,arco  incidente  perpendicular ,  &c. 
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2.°  Se,  hum  arco  de  circ.  max.  for 
perpendicular  a  outro  arco  de  circ.  max. ; 
também  este  o  será  a  respeito  daquelle. 

3.0  De  hum  mesmo  ponto  tomado 
em  hum  arco  de  circ.  max.  não  se  pode 
levantar  mais  do  que  hum  arco  de  circ. 
max.  perpendicular  áquelloutro. 

4.0  Os  ângulos  sph.  vertical  mente  op» 
postos  sao  iguaes-  &c^ 

16.  FrobIi.  No  extremo  de  hum  ar¬ 
co  dado  de  circ .  max.  fazer  hum  angu¬ 
lo  sph .  ==  outro  angulo  sph*  dado. 

Seja  ,  fig.  4,JB,o  arco ;  A\  o  extre¬ 
mo  ;  e  bac ,  o  angulo  sph. 

Solução .  Do  vertice  a ,  como  polo  , 
descreva-se  o  arco  de  circ.  max.  hc  \  e  do 
ponto  A\  como  polo  ,  descreva-se  tan> 
bem  o  arco  de  circ.  max.  BD  indefinido: 
tome-se  BC  —  bc ;  e  tire-se  o  arco  de 
circ.  max.  AC  (  9  )  :  digo  que  o  angulo 
sph.  BAC  he  =  bac  j  como  se  pedia. 

f  * 

17.  Probl.  Dividir  hum  angulo  spk 
em  duas  partes  iguaes . 

r-  >  :  Seja ,  fig.  5  ,  o  angulo  sph.  APB. 

Solução.  Do  vertice  P  ,  como  polo ; 

des- 
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descreva-se  o  arco  de  circ.  max.  AB :  divi¬ 
da-se  pelo  meio  em  D;  e  por  D  ,  e  P 
í ire-se  o  arco  de  circ.  max.  DP :  digo  que 
tenho  dividido  o  angulo  APB  em  duas 
partes  iguaes  APD  5  DPB.  (14). 

18.  Theor.  Se  hum  arco  de  circ . 
max .  for  perpendicular  a  outro  arco  de 
circ .  max» ;  aquelle  passará  pelos  polos 

deste :  e  reciprocamente» 

. 

Seja ,  fig.  6  ,  o  arco  de  circ.  max. 
AB  perpendicular  ao  arco  de  circ.  max. 
AC:  digo  que  o  arco  AB  ,  prolongado 
sendo  necessário ,  passará  pelos  polos  do 
circ.  max.  AC» 

Demonstr.  Tome-se  em  AB  ,  conti¬ 
nuado  se  for  necessário ,  para  hurna ,  ou 
outra  parte  ,  a  grandeza  AP  de  9o.0  : 
tome-se  do  mesmo  modo  AG  de  9o.0  ; 
e  tire-se  o  arco  PC  de  circ.  max.  Pois  he 
por  hypothese  o  angulo  BAC  recto ;  será 
PC  de  9o.0  (14) :  mas  também  por  cons- 
trucção  he  PA  de  9o.0 :  logo  P  he  polo 
de  AC.  (7). 

Reciprocamente  :  se  P  he  polo  de 
AC;  será  Pá  perpendicular  a  AC.  Com 
eífeito  o  arco  ,  que  do  ponto  A  se  levan¬ 
tar  perpendicular  a  AC  ,  deve  passar  pelo 


•  f. 
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polo  P,  como  acabamos  de  ver :  logo  es* 
te  será  o  mesmo  arco  PA  \  visto  ser  o 
único  ,  que  pelos  dous  pontos  At  P  se 
pode  tirar  (3), 

19.  Coroll.  Sobre  hum  arco  de  circ, 
max.  ,  e  de  hum  mesmo  ponto  tomado 
na  superfície  da  sphera ,  que  nao  seja  po¬ 
io  desse  arco ,  nao  se  podem  abaixar  dous 
arcos  perpendiculares ,  cada  hum  de  seu 
circ,  max.  Porque  então  esses  dous  arcos 
perpendiculares  ,  continuados,  passa riao  pe¬ 
los  polos  daquelPoutro :  e  por  conseguin¬ 
te  as  circunferências  dos  dous  circ.  max, 
se  cortarião  em  tres  pontos  :  o  que  he  im¬ 
possível  (7,  e  44  Geom.) 

20.  Scbol.  Vê-se  por  tanto  :  que  só 
por  hum  ponto  ,  que  for  polo  de  hum 
circ.  max. ,  se  podem  conduzir  innumera- 
veis  arcos  de  circ.  max.  perpendiculares  á 
circunferência  daquelPoutro  :  e  que  por 
ponto  ,  que  nao  for  polo  ,  só  pode  passar 
hum  a  circunferência  perpendicular* 

%%.  Probl.  De  hum  ponto  dado  na 
superfície  da  sphera  ,  e  que  nao  seja  polo 
de  hum  arco  de  circ .  max.  dado ,  tirar 
hum  arco  de  circ .  max .  perpendicular 
ao  arco  dado  ,  continuado  se  for  neces¬ 
sário. 

Se- 
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Seja  ,  fig.  6y  A*,  ou  B ,  o  ponto;  e 
AC ,  o  arco 

Solução .  Ache-se  hum  dos  polos  des¬ 
se  arco  (8) ;  por  ex.  P  :  e  por  este ,  e  pelo 
ponto  dado  A  ,  ou  5  ,  tire-se  o  arco  de 
circ.  max.  AP  :  digo  que  he  o  arco 
perpendicular  pedido. 

N.  B.  A  respeito  do  ponto  B ,  isto  he, 
se  o  ponto  dado  não  está  no  arco  dado, 
ou  no  seu  prolongamento  ;  então  qualquer 
dos  dous  BA,  BD  da  semi-circunferencia 
ABD  satisfaz  ao  Problema. 

Dos  triângulos  sphericos. 

22.  Á  figura  terminada  na  superfície 
da  sph  era  por  tres  arcos  de  circ.  max. , 
chama-se  triângulo  spberico  :  e  cada  hum 
dos  ditos  arcos  ,  lado  do  triângulo.  Os 
triângulos  sph.  se  distinguem  ,  quanto  aos 
seus  lados  ,  com  os  mesmos  nomes  ,  que 
demos  aos  triângulos  rectilineos.  (  <.  8. 
Geoin. ) 

23.  Theor.  Em  todo  0  triângulo 
sph .  não  ha  lado  —  18  j°  :  nem  dous  la* 
dos  ,  cada  hum  18o.0 

Seja,  fig.  7,0  triângulo  sph.  ABC. 

De - 
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Demonstr.  i.°  Se  he  possivel,  seja 
hum  dos  lados  5  por  ex.  BC  zz  i8o.°  ^ 
continue-se  BA  até  concorrer  em  C  com 
BC  (z)  :  será  BADG  =:  i8o.°  :  e  também 
ADC  z=  i8o.° :  isto  he  BADC  =  ABC : 
absurdo  manifesto* 

Quanto  á  2.a  parte  \  he  evidente  ,  que 
se  houvesse  dous  lados  ,  cada  hum  i> 
j8o.°  ;  teriao  concorrido  ,  e  formado 
huma  figura  composta  de  huma  lunula 
spli. 

24.  Scboh  Os  triângulos  sph,  ,  que 
unicamente  consideramos  ,  sáo  os  que  tem 
cada  hum  dos  seus  lados  <;  i8o,9,  Não 
se  julgue  com  tudo  ,  que  nao  possamos  cal¬ 
cular  aquelles  triângulos  sph,  3  que  tem  5 
fig*  8  3  hum  lado  AEC  >  l8o.°  :  por 
quanto  o  arco  AC  ?  que  lhe  falta  para 
36o.0  ,  forma  com  os  outros  dous  lados 
hum  triângulo  ABC  ,  pelo  qual  viremos 
no  conhecimento  do  primeiro. 

25".  Theor.  Em  todo  0  triângulo 
sph.  a  sommi  de  quaesquer  dous  lados 
he  maior  do  que  0  terceiro. ;  e  a  som  ma 
.de  todos  menor  que  360.° 

Seja?fig.  9 ,  o  triângulo  sph,  ABC: 
digo  que  a  sorntna  de  quaesquer  dous  ia^ 
•  ^  dos  3 
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dos ,  por  et.  AB  4-  BC  >  :  e  if I?  4- 

£C  4-  <  36o.0. 

Demonstr .  Seja  D  o  centro  da  sphe- 
ra  :  tirem-se  os  raioà  ^ÍD  5  i?D  5  CD  :  será 
a  som  ma  dos  ângulos  ADB  4-  CDB  > 
ADC :  e  4-  CDS  4 -  ADC  <  3^0.° 

(231  ,  232  Geom.)  :  mas  he  medidâ 
do  angulo  ADB ;  $C  do  angulo  CDB ; 
e  AC  do  angulo  ADC :  logo  também  já® 
«4  BC  >  e  AB  4-  ®C  4-  ^C  < 
36o.0. 

26  Theor.  Dm  todo  0  triângulo 
sph .  isosceles  0  arco  de ' circ .  di¬ 

vide  pelo  meio  0  angulo  formado  pelos 
lados  iguaes  ,  cahe  perpendicular  mente 
no  meio  do  lado  opposto. 

Seja  ,  fig.  iõ  ,  o  triângulo  sph.  isos- 
ceies  ABC  ,  cujo  angulo  ABC  formado 
pelos  lados  iguaes  AB  ^  BC  está  dividi¬ 
do  em  duas  partes  iguaes  pelo  arco  de 
circ.  max.  BD  :  digo  que  este  arco  BD 
cahe  perpendicularmente  nõ  meio  do  la¬ 
do  AC. 

Demonstr.  Produza-se  AC  até  cofív* 
pletar  a  circunferência  ACGFA  :  e  AB  y 
DB  ,  CB  até  concorrerem  no  ponto  È* 
Por  ser  AB  4-  BG  —  180*0 :  e  também 

*  v  BQ 
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BG  4*  GB  ~  i2o,°  :  será  AB  ~r  GB\ 
Do  mesmo,  modo  se  mostrará  BD  25  HE  \ 
e  GH  ~  AD .  Logo  temos  que  por  ser 
J5C  ~  por  Iiypothese. ,  he  também 
BC  ™  GE»  Ora  o  angulo  DEC  he  =2 
angulo  HBG  (  )  =2  angulo  HEG : 

se  ajustarmos  o  angulo  BBC  com  o,  an¬ 
gulo  HEG ;  o  ponto  D  ca h irá  era  HjQ 
o  ponto  C  em  G :  por  conseguinte  o  ar¬ 
co  ÇZ)  também  se  ajustará  sobre  GH ;  e 
pois  tem  os  mesmos  extremos ,  será  CZ)  z= 
Gií  :  então  o  angulo  BBC  cobrirá  exa- 
ctamente  o  angulo  EHG  :  logo  será  BBC 
—  DDC :  mas  também  he  GH  ~  AB  y 
e  o  angulo  EHG  2=  angulo  FHB  =2 
angulo  ADB  :  logo  será  AB  c=r.  CD  ;  e 
ADE  2=  DDC  :  e  por  conseguinte  /iD 
será  perpendicular  no  meio  de  AC.  (ly). 

27.  CorolL  Reciprocamente em  to¬ 
do  o  triângulo  sph.  isosçeles  o  arco  ,  que 
se  levantar  perpendicular  np  meio  do  la¬ 
do  opposto  ao  angulo  formado  pelos  la¬ 
dos  iguaes,  passará  pelo  vertice  do  dito 
angulo  ;  e  o  dividirá  em  duas  partes  iguaes. 
Por  quanto  o  arco  ,  que  assim  dividir  q 
angulo  y  será  perpendicular  no  meio  do  la-r 
do  opposto ;  e  ahi  não  pode  haver  mais 
do  que  hum  arço  perpendicular  (15*), 
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28.  Theor.  Se  em  algum  triângulo 
sph.  forem  iguaes  dous  ângulos ;  os  lados , 
que  lhes  são  oppostos ,  serão  iguaes .  £ 

forem  des  iguaes  dous  ângulos  ;  jrri 
pMtor  0  lado  opposto  ao  angulo  maior 9 

l.°  Seja  ,  fíg.  10  ,  o  triângulo  snh. 
ABC  :  e  seja  o  angulo  ACB  22  angulo 
:  digo  que  AB  ™  FC. 

Demonstr.  Observe-se  a  construcçao 
precedente,  onde  já  fica  provado  ser  áíF 
—  GE  j  e  do  mesmo  modo  se  pode  mos¬ 
trar  que  lie  BC  —  FF ;  AC  22  GF.  Org 
o  angulo  BAC  he  2=  FGF;  e  o  angulo 
ACB  ~  EFG :  logo  será  também  BAC  ~ 
FFG;e  ACB  =  FGF, por  ser  ^CF ~ 
F^C  por  hypothese.  Isto  posto  ,  he  facil  de 
ver  que  ajustando-se  exacta mente  o  arco 
AC  sobre  o  seu  igual  FG  ;  os  arcos  AB ,  e 
FF;  FC,  e  GF  também  se  ajustarão  per¬ 
feitamente  entre  si  ,  pela  dita  igualdade 
dos  ângulos :  logo  será  AB  2=  FF ;  e  logo 
AB  zz  FG,  por  ser  FC  2=  FF. 

2.0  Seja  porém,  fig.  11  ,  o  angulo 
ACBã>  angulo  BAC  *  digo  que  ABl>BC 

Demmstr .  Faça  -se  o  angulo  ^ÍGD  22 
F^fC  ,  cujo  lado  CD  encontrará  em 
hum  ponto  D  entre  ^f,e  F;  por  quanto 
não  póde  cortar  BC  (3  ,  e  24) :  será  A  D 
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m  DCj  como  acabamos  de  ver:  mas  he 
CD  4-  DB  >  BC  (25)  :  logo  também 
AD  4-  DB ,  isto  he  AB  '>  BC. 

29.  CoroIL  Reciprocamente :  sé  ern 
algíim  triângulo  sph.  forem  iguaes  douâ 
lados  ;  os  ângulos  ,  que  lhes  sãooppostos  5 
serão  iguaes.  E  se  forem  desiguaes  dous 
lados  3  será  maior  o  angulo  opposto  ao 
lado  maior. 

30.  Theor.  Se  a  somfha  ãe  qüaes* 
quer  dous  ângulos  de  hum  triângulo  sph . 
for  — ’  r8o.°  ;  a  somnia  dos  lados  oppos - 
tos  será  t  arribem  =  i8o.°  Se  for  maior  5 
sérà  maior .  Se  for  menor ,  será  menor . 

Seja  ?  fjg.  1:2  3  o  triângulo' sph.  ^IBC: 
e  seja  ACÈ  4-  BAC  cr:  1 8o.°  :  digo  que 
JÊ  4-  BC  =  180A 

Demonstr .  Continuem-se  os  lados  AB, 
AC  até  concorrerem  em  IX  Por  ser  BAC 
=  BDC  vq  ACB  +  BCD  =:  í8o.°(iy); 
será  também  ACB  4*  BDC  ~  ACB  4- 
BCD  :  e  logo  BDC  ~  BCD :  mas  então 
he  BC  =r  BD  (  28  )  *  logo  ajuntando  a 
huma  e  outra  parte  AB  5  teremos  AB  4- 
BC  ~  AB  4-  BD :  mas  AB  4*  BD  cr: 
í  8o.°  ;  logo  &c. 

A  2.a  e  3. 3  parte  demònstrao*se  do 
mesmo  modo.  31. 
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31.  Corolh  P^ecíprocamente  1  se  a 
som  ma  de  quaesquer  dous  lados  de  hum 
triângulo  sph.  for  =2  180a  ,  a  som  má  dos 
ângulos  oppostos  será  também  =2  i2o.°. 
Se  for  maior,  será  maior,  Se  for  menor, 
será  menor. 

"  1  fN 

•;  1 ,  ♦  ‘  Vv.  ^ .  v .*  *  *  ■  ~ 

32.  Theor.  Em  todo  0  triângulo 
sph ,  qualquer  dos  ângulos  he  18o.0  : 
//  differenca  entre  quaesquer  dous  0 
supplemento  do  terceiro :  e  a  somma  âe 
todos  tres  J>  i8q.° 

Seja  ,íig.  13,0  triângulo  sph,  ABC : 
digo  que  qualquer  dos  ângulos  ,  por  ex. 
A CB  he  j8o,°  :  a  differença  entre  quaes¬ 
quer  dous,  v. g.  ABC  —  <  i8o.3 

—  ACB ;  e  a  somma  de  todos  tres 
+•  -4-  yfCfí  >  i8o.Q 

Demonstr .  i.°  Pois  cada  hum  dos 

lados  do  triângulo  he  180.0 ;  produzi¬ 
dos  AB ,  5C  concorrerão  em  D :  mas  he 
ACB  +  AC  D  =  180.0  :  logo  ACB  <g 
180  0  '  ' 

2.°  Seja  ABCC>  BAC:  faça-se  BAE 
2=  ABC :  será  ABC  -  BAC  =  Cz?  E ;  e 
AE  ~  BE .  Logo  CE  <  ^E :  logo  CAE 
<  ACE  (2  9):  isto  he  ABC -BAC  < 
i8o,°—  yfCE, 

3-° 


' 
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3.0  No  triângulo  ACD  he  AC  D  — 
ABC  <  18a0  —  CAD  ;  ou  ACD  ~~ 
ABC  <  BAC :  logo  ACD  ABC  •+- 
BAC\  isto  he  ^ÍBC  >  180,0— 

ACB  i  e  logo  ABC  +  BAC  +*  ACB  > 
180.0 

33.  Corolh  Hum  triângulo  sph.  pô¬ 
de  ter  dous ,  ou  tres  ângulos  rectos  :  dous  , 
ou  tres  ângulos  obtusos.  Quando  tem 
dous  ângulos  rectos ,  o  vertice  do  tercei¬ 
ro  angulo  he  polo  do  lado  opposto.  (20). 
Os  triângulos  sph.  se  distinguem ,  quanto 
aos  seus  ângulos  ,  com  os  mesmos  no¬ 
mes,  que  demos  aos  triângulos  rectilineos. 

Da  igualdade  dos  triângulos  sph . 

34.  Theor.  Dous  triângulos  sph . 
sao  iguaes . 

i.°  Quando  dous  lados  de  hum  sao 
respeci  ivamente  iguaes  a  dons  lados  do 
outro  ?  e  similh antemente  dispostos  ;  e 
iguaes  os  ângulos  formados  por  esses 
mus  lados . 

2.0  Quando  dous  ângulos  de  hum 
sao  respectivamente  iguaes  a  dous  ân¬ 
gulos  do  outro  ,  e  similh  antemente  dis¬ 
postos  ;  e  iguaes  os  lados  adjacentes  a 
esse j§  dous  ângulos .  3.0 
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3«n  Quando  os  ires  lados  de  hum 
são  respectivamente  iguaes  aos  tres  la¬ 
dos  do  outro  , esimilhantemente  dispostas . 

4.0  Quando  os  tres  angulas  de  hum 
são  respectivamente  iguaes  aos  tres  ân¬ 
gulos  do  outro  ,  e  similh antemente  âis* 

postos.  ^  ' 

Os  primeiros  tres  casos  demonstrãcH 
se  ,  como  os  mesmos  tres  da  igualdade 
dos  triângulos  rectilineos.  O  4.0  demons* 
tra-se  pela  maneira  seguinte, 

Sejão  3  fig.  14,  os  triângulos  sph .ABC  % 
abc  :  e  sejão  os  ângulos  BAC  —  bac  ; 
AB£  m  abc ;  JCB  =  acb  :  digo  que  q 
triângulo  ABC  he  igual  ao  triângulo  abc* 

Demonstr.  Se  os  triângulos  não  são 
iguaes  ,  não  será  ABrnab  ;  porque,  sendo  > 
está  demonstrada  a  igualdade  dos  triân¬ 
gulos  pelo  2.0  caso.  Seja  pois  AB  'ã>  ab  : 
corte-se  AB'  =  ah:  e  faça-se  no  ponto 
S  luftn  angulo  —  abc  j  que  será  ABfC\ 
ou  AB'Cr  3  conforme  o  lado  SC f ,  ou 
B  'Gtr  cortar ,  ou  não  o  lado  BC  :  será  en¬ 
tão  o  triângulo  ABfC'%  ou  AB'GU  igual 
ao  triângulo  abc  ;  e  por  tanto  o  angulo 
ASC\ ou  AB  C"  =  ABC-,  e  AC  B  \  ou 
ACB'  —  ACB.  Seja  o  triângulo  AS C H 
serão  os  ângulos  D1  BB f  -+-  BB' D  ~- 
1 8o.°,  por  ser  AB  'G f  —  ABC ,  e  ASC' 

^  ESC ' 
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MC'  =  180.0 :  logo  D'D  4-  B'B  = 
18o.0  (30):  e  peia  mesma  razão  DC 1 
4-  D'C  =  180.0;  donde  D '5'  +DC' 
-+-  U5  -h  D'C  =  76o.0  :  isto  he5'C' 
-I-  BC~  360.°  :  o  que  he  impossível  (24). 
Pois  então  seja  o  triângulo  AB'C"  :  pro- 
duzao-se  os  lados  BC,  BfCn  até  con¬ 
correrem  em  D  :  será  o  angulo  AB! D  — 
ABD  j  como  tendo  supplementos  íguaes : 


logo  1)55'  4-  BB1  D  ==  180.0  ;  e  por 


isso  D/i  -4-  DD  23  180.0:  mas  também  , 
por  ser  DC,fC  4-  DCC"  2=  18o.0  ,  he 
DC  -+-  DC  "  73  180.0  :  logo  D5  4-  Dü  ' 
22:  DC  4-  DC"  :  manifesto  absurdo, 

3 5'.  SchoL  i.°  Quando  os  dous  tri¬ 
ângulos  sph.  não  tem  as  suas  partes  simi- 
Ihantemente  dispostas ,  nao  se  podem  so¬ 
brepor  hum  ao  outro.  Com  tudo,  ainda 
que  se  nao  ajustem  em  figura  ,  nem  por 
isso  deixao  de  ter  todas  as  suas  partes 
respectivamente  iguaes ,  quando  nelles  se 
verifique  algum  dos  quatro  casos.  Exa¬ 


minemos  o  1. 

•  <*ã 

n  ^ 


Sejao  ,  fig.  ij  ,  os  triângulos  sph. 
ABC ,  abc  :  e  seja  AB  ~  ab  ;  BC  2=  bc ; 
e  o  angulo  ABC  =  angulo  abc  :  digo 
que  AC  -=z  ac  \  o  angulo  Ü^/C  2=  an- 
gul°  bac\  o  angulo  BC  A  =;  angulo  Zr# ; 
e  a  área  ABC  A  ~  área  abca. 

De - 
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Demofístr.  Produza-se  AC  até  com¬ 
pletar  a  circunferência  ACDFA  \  e  AB  , 
BC  até  concorrerem  em  F.  Provar-se-ha  f 
como  em  o  n.°  28  ,  ser  AB  DE ;  FC 
=  FE ;  AC  =  DF ;  o  angulo  = 
FE  D :  o  angulo  BAC  EDF ;  e  o  an¬ 
gulo  ACB  =  DFF.  Pelo  que ,  nos  triân¬ 
gulos  DFF,  será  também  DF  =  a b-f 
EF  ^  hc  \  e  o  angulo  F  =  angulo  b, 
Mas  estes  dous  triângulos  sao  absoluta- 
mente  iguaes  ,  por  quanto  se  podem  ajus¬ 
tar  perfeitamente  entre  si j  logo  he  ac  =2 
DF  ^  AC  y  o  angulo  a  =  EDF  ■=  BAC ; 
e  o  angulo  c  —  DFF  —  ACB, ,  Resta 
pois  só  mostrar  a  igualdade  das  areas. 

Sejão,  fig.  16,  os  triângulos 
os  propostos.  Circunscreyão-se-lhes 
(9)  os  circulos  ADEFA  ,  adefa  ,  cada 
hum  ao  seu  :  he  facil  de  ver  que  estes 
circulos  sao  iguaes  ,  como  circunscriptos 
a  triângulos  ,  cujos  arcos ,  e  por  conseguin¬ 
te  as  cordas  sao  iguaes  :  logo  serão  iguaes 
entre  si  os  segmentos  sph. ,  de  que  elles 
são  bases.  Isto  posto,  applique-se  o  pon¬ 
to  A  sobre  o  ponto  b\  e  ajuste-se  o  arco 
ADB  sobre  o  arco  bda ;  o  ponto  B  ca- 
hirá  em  a  ,  por  ser  ADB  =  adb  (40 
Geom. );  e  o  lado  AB  se  ajustará  sobre 
o  lado  ba  ,  por  ser  cada  hum  18o.0 


2 6  Breve  Trataüo 

(  3  )  :  logo  o  espaço  ADBÂ  cobrirá  exa- 
cia  mente  o  espaço  adba  \  e  logo  as  áreas 
destes  espaços  serão  iguaes  entre  si.  Do 
mesmo  modo  se  mostrará  a  igualdade 
respectiva  dos  outros  espaços  AFCA  ,  e 
afea  \  BECB ,  e  becb.  Ora  as  áreas  dos 
dous  segmentos  sph.  são  iguaes  entre  si 
pela  igualdade  dos  segmentos  ,  e  com» 
poem-se  desses  espaços  respectiva  mente 
iguaes  ,  e  de  hum  triângulo  sph.  cada 
huma  :  logo  as  áreas  destes  dous  triângu¬ 
los  sph.  serão  também  iguaes  entre  si. 

36.  SchoL  l°*  Pode  também  hum 
triângulo  sph.  ser,  ou  não  igual  a  outro 
triângulo  sph.  em  todas  as  suas  partes, 
r  i.°  Quando  dous  lados  de  hum  ftv 
rem  respectiva  mente  iguaes  a  dous  lados 
do  outro  ;  e  iguai  hum  dos  ângulos  op- 
postos  a  lados  iguaes. 

2.°  Quando  dous  ângulos  de  hum  fo¬ 
rem  respectiva  mente  iguaes  a  dous  ângu¬ 
los  do  outro,  e  igual  hum  dos  lados  op- 
postos  a  ângulos  iguaes. 

Com  effeito  ,  fíg.  1 1 ,  nos  triângulos 
ABC ,  BCD  ,  he  o  angulo  B  communí; 
o  lado  BC  também  commüm  :  e  pó  de  ser 
AC  CD  j  ou  o  angulo  A  m  angu¬ 
lo  DCB  ;  e  com  tudo  os  triângulos  são 
evidentemenfe  desiguaes. 

Da 
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Da  área  dos  triângulos  sph . 

*  7  1 

37.  Theok.  ./#  área  de  qualquer 
triângulo  sph .  he  para  a  área  da  sphe~ 
ra  3  10020  a  metade  do  excesso  da  som- 
TYía  dos  tres  ângulos  do  triângulo  sobre 
180o. ,  he  para  360o» 


Seja  3  fig.  15  ,  o  triângulo  sph.  ABC : 
denote  t?  a  soittma  dos  tres  ângulos  y  a 
a  áreâ  ;  e  A  a  área  da  sphera  :  digo  que 

j- —  1 8o.°  /  o 

a:  A:  :  — — —  :  360. 

2 

Demonstr*  Segundo  a  construcção  5 
que  fizemos  em  o  n.°  37  3  e  do  que  alli 
fica  dito  ,  concluimos  que  os  triângulos 
ABC,  DEF  erao iguaes  em  todas  as  suas 
partes.  Isto  posto  :  por  ser  a  área  da  lu- 
nula  sph.  FACE  para  a  área  da  sphera , 
como  o  angulo  ACB  para  36o.0  (13):  e 
também  a  área  da  lunula  sph.  DCAB 
para  a  área  da  sphera  3  como  o  angulo 
BAC  para  36o.0  :  e  finalmente  a  área  da 
lunula  sph.  EFBD  ,  ou  a  do  triângulo 
BAC  mais  a  do  triângulo  FBD  para  a 
área  da  mesma  sphera  ,  como  o  angulo 
FBD  ,  ou  ABC  para  36o.0:  será  (som- 
mando  todos  os  antecedentes  )  a  área  do 
hemispherio  ACDFA  mais  odobro  da  do 

tri- 
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triângulo  ABC  para  a  área  da  sphera  ; 
como  a  somma  dos  tres  ângulos  do  tri¬ 
ângulo  para  360.°:  isto  he,  4  A-*- 2  a: 
A-.-.S-.  36o.0;  on^A+ia:lJ::S: 
180o;  donde  2  a:  1  A: :  S—  i$o.";  180.0 

é  logo  a  :  A: :  :  36o.0 

2 

38.  CorolL  Represente  Sz  semi-som- 
ma  dos  tres  ângulos  de  hum  triângulo 
sph. ,  e  A  a  área  da  sphera  ;  será  a  área  do 

triângulo  =  —  ~  90  ■  x  A. 

360 
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NOTAS. 

.?obre  algumas  Proposições  dos  Elementos , 


I. 

N  As  pag.  ip,  138  5  aonde  se  lê  assigna* 
do  3  lèa-se  assignada. 

4 

II. 

Ao  Enunciado  do  Theor.  n.°  228  ac- 
çrescente-se  :  e  não  estiverem  todas  em  hum 
só  plano . 

III. 

Concluímos  em  o  n.°  264,  fundados 
no  axioma  ,  ser  a  superfície  da  Sphera  maior 
que  a  do  polyedro  inseri  pto  5  e  menor  que 
a  do  circunscripto  :  mas  poderá  este  caso  pa¬ 
recer  talvez  inapplicavei  ao  dito  axioma  ,  que 
só  respeita  as  superfícies  2  que  termináo  nas 
mesmas  linhas. 

Para  remover  toda  a  duvida  ,  bastará 
advertir  5  que  tirando  hum  plano  pelos  pon¬ 
tos  ,  em  que  huma  das  pyramides  cónicas 
do  corpo  de  revolução  inscripto,  ou  clrcuns- 
cripto  (  26  j  )  toca  a  Sphera  ,  terminarão  de 
huma  ,  e  ourra  parte  na  circunferência  da 
secção  duas  superfícies ,  das  quaes  pelo  axio¬ 
ma  he  a  exterior  maior ,  que  a  interior  ;  e 
por  conseguinte  a  somma  das  primeiras  maior 


H 
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que  a  somma  das  segundas  ;  isto  he  a  su* 
perficie  spherica  maior  que  a  cônica  inscri- 
pra  ,  e  menor  que  a  circunscripta.  Ora  at- 
tendendo  á  formação  do  poiyedro  não  he 
menos  evidente  que  nos  lados  do  polygo- 
no  circunvoluto  rerminão  também  de  huma  , 
e  outra  parte  duas  superfícies  ,  huma  perten- 
cente  ao  poiyedro  ,  e  a  outra  ao  corpo  co- 
nico  :  logo  pelo  dito  axioma  he  a  superfície 
do  poiyedro  maior  que  a  cônica  inscripta  , 
e  menor  que  a  circunscripta  ;  e  logo  com 
mais  razão  maior  que  a  da  Sphera  inscri¬ 
pta  ,  e  menor  que  a  da  circunscripta. 

IV. 


No  Scholio  n.3  3  u  ,  aonde  se  lè  por 
quanto ,  lèa-se  que. 
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